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Resumen y Abstract IX 
 
Resumen 
Lo que se pretende con esta propuesta es presentar  un enfoque para la enseñanza de 
los niveles de educación básica secundaria del  lenguaje propio de la geometría y de las 
ideas o conceptos fundamentales de esta disciplina. Enfoque, que para seguir un orden 
lógico y sistemático requiere  en primera instancia  dominio y comprensión por parte del 
docente, quien   deberá tener claro el camino fundamental  axiomático de la geometría 
tal  como se desarrolla, por ejemplo, según los Fundamentos de la Geometría, de Hilbert. 
 
Al  considerar que los vocabularios en geometría siguen el orden lógico, entonces,  lo 
que deberá conocer el estudiante será el vocabulario geométrico en el orden lógico. La 
utilidad o aplicación ha de hacerse patente en la facilidad para ubicar situaciones 
corrientes mediante un lenguaje apropiado a la geometría y así lograr más precisión, 
inclusive en la fraseología cotidiana.  
 
Palabras clave: conceptos geométricos, orden lógico, pensamiento geométrico. 
 
 
Abstract 
The aim of this proposal is to present an approach for teaching of basic secondary 
education levels of  the language of geometry and fundamental ideas and concepts of the 
discipline. The focus to follow a logical and systematic in the first instance requires to be 
mastered and understood by the teacher, who must have clear the fundamental axiomatic 
path of geometry to develop, for example, the Fundations of Geometry by Hilbert.  
 
Considering that the vocabulary in geometry follow the logical order, then, what the 
student will need to know  is the vocabulary geometric in the logical order. The use or 
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utility of the application must be patent in the  easy way to locate it in the current 
situations using appropriate language in geometry and thus achieve more accuracy, even 
in everyday phraseology.  
 
Keywords: geometric concepts, logical order, geometric thinking. 
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 Introducción 
De acuerdo con (ICONTEC, 2008), en la introducción han de señalarse, en no más de 
cuatro páginas la importancia, el origen, los objetivos, los alcances, las limitaciones, la 
metodología, el significado y la aplicación del estudio presentado.  Es lo que se pasa a 
cumplir a continuación. 
 
a. Origen. Alberto Campos ha venido avanzando en una investigación epistemológica 
cuyos resultados parciales  ha presentado en diferentes manuscritos que llevan por título 
Pensamiento geométrico.  La propuesta didáctica del presente trabajo es un intento para 
la realización en el aula de dicha investigación.  Se trata de un ensayo en el que se 
sienta la afirmación de que gran parte de lo que se ha dicho acerca del cometido de la 
geometría en la enseñanza secundaria es solo retórica para gran cantidad de 
enseñantes.   La prueba manifiesta es que hacia mediados del siglo XX el tiempo que se 
dedicaba al estudio de la geometría fue añadido al tiempo dedicado  especialmente al  
estudio del álgebra, sin que al aparecer, hicieran falta los temas dejados a un lado con la 
geometría, porque esta no tenía una función específica en la integración del plan de 
estudios, como sí lo tienen la aritmética y luego el álgebra.  Un ejemplo claro de ello es 
que las tablas de multiplicar se convierten en la piedra de toque para apreciar los 
avances de cualquier alumno en matemática.  Aprender a pensar, como dicen los 
ministros de educación y repiten los docentes, se puede lograr con aritmética o con 
álgebra o con el juego de ajedrez o resolviendo crucigramas. Hay que precisar cuál es la 
función de la geometría en los programas porque como adorno puede  haberlos 
preferibles al del estudio de la geometría. 
 
La tesis que se ha ido perfilando poco a poco en el estudio del pensamiento geométrico 
puede remontarse hasta opiniones de Poincaré y en agudas críticas del mismo Poincaré 
a la obra Fundamentos de la geometría,  de Hilbert, tal tesis es: la geometría ha de ser la 
asignatura que acostumbre a los alumnos a la concepción de que en toda la matemática 
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se procede por recurrencia, gradualmente, construyendo los conceptos y argumentando 
tal construcción.  La argumentación para sustentar la tesis enunciada es extensa; será 
completamente explicitada en la versión final de Pensamiento geométrico mientras tanto 
consultar [Campos, 2013]. 
 
b. Importancia. Capital, dado que no se trata solo de cumplir con una parte del plan de 
estudios sino de acostumbrar al alumno a ver cómo se organiza una argumentación, 
prácticamente, lo cual ha de ser utilizable en muchas circunstancias; es de veras ponerle 
contenido a la fórmula consabida de aprender a pensar.  En el habla cotidiana puede ser 
que no se considere indispensable la ilación en el discurso; pero es imperdonable y con 
riesgo para el alumno afirmar y no argumentar lo afirmado, en toda actividad académica 
en cualquiera de los tres niveles primario, secundario y universitario. 
 
c. Objetivos. General: esta propuesta pretende que el docente de geometría en 
secundaria logre hacer ver al alumno que en matemática se procede por recurrencia 
constructiva o por construcción recursiva.  Es la sistematización de un proceso que une 
dos elementos: recurrencia y construcción  De tal manera que no se puede partir del 
supuesto de que la  matemática está ahí en alguna parte, sino que hay que construirla 
gradualmente, es decir, paso a paso, a partir de una situación inicial.  Para poder avanzar 
se utiliza uno de los aspectos de la matemática, el lúdico, que consiste en considerarla 
como un juego que se desarrolla con reglas que se asumen inicialmente y que no se 
pueden contradecir so pena de ser descalificado en lo que ha sido construido.  Así, pues, 
se enuncian los axiomas de la disciplina como reglas de procedimiento, que no pueden 
cambiarse durante todo el juego.   
 
Objetivos específicos: En un juego,  con las fichas y las reglas de juego se van 
conformando secuencias.  En una situación  geométrica  se componen enunciados y 
figuras acompañantes aplicando cuidadosamente las reglas de procedimiento.  La 
geometría resultará construida por los enunciados que estén de acuerdo con las reglas 
de procedimiento.  Desde luego la matemática es más que un juego.  Habrá que 
considerarla desde otros puntos de vista.  Proceder gradualmente, en cuanto a los 
elementos que se van a estudiar quiere decir que ellos son puestos en consideración 
cuando conviene lógicamente hablando.  Cada matemático desarrolla su obra a su 
manera, así que Euclides, por ejemplo acumula las definiciones de los elementos de que  
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va  a hablar al principio de cada libro de Elementos.  Cada estudioso habrá de darse 
cuenta de la aparición de cada concepto en el lugar apropiado.  Otra obra maestra de la 
geometría es Fundamentos de la geometría, de Hilbert.  En esta obra los términos están 
distribuidos en el lugar del desarrollo en que son requeridos.  Toda exposición 
matemática ha de seguir un orden lógico en cuanto es matemática y tal orden es 
particularmente apreciable en la obra de Hilbert.  La matemática es más que un lenguaje, 
es uno, controlado por la lógica. El resultado es que la recurrencia constructiva se realiza 
mediante el orden lógico en que se vayan presentando los conceptos de la geometría y 
en que con elementos ya construidos se vayan construyendo otros, posiblemente, más 
complejos.  Cualquier desarrollo en geometría, de iniciación o adelantado, se echa a 
perder desde el punto de vista del pensamiento geométrico si no está edificado sobre 
una organización lógica subyacente. 
 
d. Alcances. No solamente se elaboran los conceptos de la geometría, sino que, además, 
el alumno ha de aprender a servirse de un material representativo para construir o 
concebir más material representativo; el alumno no solo construye poco  a poco la 
geometría que tiene que aprender sino que al hacerlo aprende a organizar una 
argumentación que sea explicación de lo que ha hecho manifiesto. 
 
e. Limitaciones. El campo donde se elige el material de estudio es muy extenso.  Lo 
deseable desde luego, es el mejor acierto el cual no está garantizado, dadas las múltiples 
incomodidades en que se desarrollan generalmente los procesos de enseñanza y 
aprendizaje.  Aunque estos estuvieran reducidos a su menor expresión, los medios 
técnicos apenas comienzan a ser conocidos por los alumnos.  Principalmente, el lenguaje 
argumentativo no es lo que el estudiante utiliza cotidianamente.  Ahora tiene que iniciarse 
en él; infortunadamente estos primeros balbuceos son decisivos para que el alumno 
deguste o deteste en adelante lo que el docente solo se propone hacerle conocido. 
 
f. Metodología. La dificultad de Fundamentos de la geometría, de Hilbert, no solo es 
tradicional entre los usuarios de textos de geometría, sino aseverado, por un matemático 
de primera línea, como lo fue Poincare.  Para tratar de diluir  tanta dificultad se pueden 
adoptar dos vías metódicas: 
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La primera, ir despacio en el intento de asimilación de algunos conceptos de la 
obra.  Cuando se pregunta ¿Por qué tan despacio? Se contra pregunta ¿Por qué tan 
rápido? ¿Cuál es la urgencia? ¿Qué asignatura queda estancada cuando no se ven a la 
carrera los rudimentos en cuestión? Lo de las aplicaciones no va más allá de la facilitarle 
material al docente para las evaluaciones que puede corregir con solo recordar un 
número como el del área de un triángulo.  Es de notar la tendencia de los programas 
hacia los datos métricos que no tienen  mayor riqueza, fuera de ser datos, suponiendo 
que estos lo sean.  Algo semejante sucede con los algoritmos. 
 
La segunda vía metódica para tratar de diluir la dificultad de asimilar la obra de 
Hilbert consiste en tomar los axiomas como reglas de procedimiento inamovibles 
mientras dura la construcción de la geometría.  Para promover  la actividad entre los 
alumnos se procede sistemáticamente mediante preguntas que los alumnos han de ir 
resolviendo y respondiendo.  Habrá que proceder según el método de los Van Hiele: 
familiarización, comparación, clasificación, argumentación; esta última puede encajarse 
según los esquemas sencillos de megáricos y estoicos. 
 
g. Significado. El significado de la propuesta didáctica es el de ser altamente formativo en 
cuanto se aprovecha  el tener que estudiar geometría para entrenarse en los procederes 
de la lógica.  La fórmula para el área o para el perímetro de un triángulo a duras penas se 
utiliza fuera del aula.  Por el contrario la argumentación ha de ser el indicio para la 
construcción de un andamiaje no solo útil para la actividad escolar sino en general para 
cuanto se pretenda discurrir secuencialmente. 
 
h. Aplicación. Basta insistir en que al proceder así para la geometría se está adiestrando 
de modo diferente al empleado en aritmética o en álgebra.  En la una como en la otra, lo 
que hay que saber está escrito en el libro y se trata de asimilarlo  y de manejarlo como se 
debe, en los ejercicios.  En geometría ha de haber iniciación en la argumentación.  La 
presente propuesta didáctica está pensada para adelantarse mediante cuestiones, pero, 
desde luego, puede efectuarse de otro modo.  Es de anotar que para  proceder por 
preguntas, quien las formula ha de prever la dificultad de entendimiento por parte del 
alumno y ha de intentar descomponerlas de modo que resulte más fácil resolverlas, en 
cuanto sea posible. 
  
 
1. Cuatro actividades observables en la 
docencia de la geometría en la enseñanza 
secundaria. 
1.1 Primera actitud: se sigue un texto. 
La Serie Código Matemáticas Secundaria (2011) de ediciones SM está compuesta por 
seis textos, uno por cada grado tanto de la básica secundaria   como para la educación 
media.  La serie está referenciada en el catálogo de textos del Ministerio de Educación 
Nacional (MEN, 2013)  y está incluido en la lista de textos escolares en dos colegios de 
las localidades 10 y 12.  A continuación se describe la ficha técnica, se resalta en negrilla 
aquellas temáticas donde se aborda la geometría.  
 
El primer libro que compone la serie Código Matemática 6 está dirigido a alumnos  de 
sexto grado. 
Autores: Máximo Anzola, María Paz Bujanda, Serafín Mansilla,  José Luis Urquiza, 
Mauricio Villegas y José Ramón Vizmanos. 
Año de publicación: 2008 
Editorial: Grupo SM 
Número de páginas: 252 
ISBN: 978-958-705-254-1 
Contenido 
Unidad 1 
Capítulo 1: Números naturales. Capítulo 2: Teoría de números. 
Capítulo 3: Unidades de longitud, de superficie y de volumen. 
Unidad 2 
Capítulo 4: Fracciones. Capítulo 5: Operaciones con fracciones.  
Capítulo 6: Unidades de capacidad y de masa.  
Unidad 3 
Capítulo 7: Números decimales 
Capítulo 8: operaciones con números decimales. Capítulo 9: Puntos, rectas y ángulos  
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 Unidad 4 
Capítulo 10: Números enteros 
Capítulo 11: Multiplicación y división de números enteros 
Capítulo 12: Figuras planas y movimientos en el plano  
 
El segundo texto de la serie está dirigido a los alumnos de grado séptimo  
Autores: Máximo Anzola, María Paz Bujanda, Serafín Mansilla,  José Luis Urquiza, 
Mauricio Villegas y José Ramón Vizmanos.. 
Año de publicación: 2008 
Editorial: Grupo SM 
Número de páginas: 272 
ISBN: 978-958-705-257-2 
Contenido  
Unidad 1 
Capítulo 1: Números enteros. Capítulo 2: Potencias y raíces cuadradas.  
Capítulo 3: Medidas. Teorema de Pitágoras 
 Unidad 2 
Capítulo 4: Números racionales. Capítulo 5: Expresiones decimales. 
Capítulo 6: Cuerpos geométricos. 
Unidad 3 
Capítulo 7: Ecuaciones. Capítulo 8: Magnitudes proporcionales.  
Capítulo 9: Áreas y volúmenes de cuerpos geométricos 
 Unidad 4 
Capítulo 10: Funciones propiedades. Capítulo 11: Funciones de proporcionalidad directa 
e inversa. Capítulo 12: Semejanza. Teorema de Tales. 
 
El tercer libro de la serie  Código Matemáticas Secundaria está dirigido a alumnos de 
octavo grado. 
Autores: Máximo Anzola, Manuel Bellón, Juán Carlos  Hervás, Clara Esther Melo, José 
Luis Urquiza y José Ramón Vizmanos. 
Año de publicación: 2008 
Editorial: Grupo SM 
Número de páginas: 304 
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ISBN: 978-958-705-251-0 
Contenido 
Unidad 1 
Capítulo 1: Números reales. Capítulo 2: Operaciones con números reales 
Capítulo 3: Triángulos 
 Unidad 2 
Capítulo 4: Polinomios. Capítulo 5: División de polinomios. Raíces 
Capítulo 6: Figuras y cuerpos geométricos  
Unidad 3 
Capítulo 7: Factorización. Capítulo 8: Fracciones algebraicas y radicales 
Capítulo 9: Áreas de Figuras planas 
 Unidad 4 
Capítulo 10: Ecuaciones e inecuaciones. Capítulo 11: Funciones  
Capítulo 12: Área y volumen de sólidos  
 
Cada libro está dividido en 4 unidades y consta de doce capítulos de los cuales dedican  
por lo general el capítulo 3, 6, 9 y 12 a los contenidos geométricos.  Cada capítulo inicia 
con una lectura introductoria, y trae una caricatura alusiva a la temática a trabajar a fin de 
ambientar al estudiante frente al trabajo a desarrollar; trae a lo más un ejercicio práctico 
para afianzar los conceptos presentados. 
 
Inicia con los conceptos de punto, recta y plano para luego pasar a segmento y 
semirrecta,  de allí  se desprende la definición de rectas secantes y rectas paralelas.   El 
texto continúa su desarrollo definiendo rectas perpendiculares donde se valen de la 
definición de ángulo recto. Posteriormente definen ángulo  y luego  hacen  la clasificación 
de los ángulos a partir de la medida para terminar con los ángulos entre dos paralelas. 
Las temáticas finales son polígonos, triángulos, clases y construcción de triángulos y 
movimientos en el plano. 
 
En el capítulo 3 inician con los conceptos de longitud y área para luego aplicarlos en el 
Teorema de Pitágoras.  Continúa el texto con el paso del plano al espacio al desarrollar 
los cuerpos geométricos clasificándolos en planos y curvos y determinando los cálculos 
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de las  áreas de las caras y los respectivos volúmenes.  En el último capítulo de este 
texto se trabaja la semejanza entre Figuras iniciando por los triángulos semejantes y  
termina enunciando los criterios de semejanza de triángulos así como la razón de 
semejanza de Figuras y de áreas. 
 
En el destinado al grado octavo se trabajan en los cuatro capítulos los conceptos 
geométricos. 
 
Se trabaja nuevamente con puntos y recta, pasando por semirrectas hasta llegar a 
vectores.  Retoman la definición de rectas paralelas y perpendiculares para dar paso a la 
clasificación de triángulos según la longitud de sus lados.  Una vez han clasificado 
triángulos continúan con la congruencia de los mismos, trabajando adicionalmente con la 
construcción de triángulos empleando regla y compás. Continúa el desarrollo geométrico 
con la definición de circunferencia y círculo,  así como los movimientos rígidos en el 
plano  y termina con los cálculos de áreas para Figuras planas y volúmenes para los 
sólidos. 
 
1.1.1 Crítica 
a. En el texto de grado sexto la definición empleada para rectas perpendiculares (ver 
Figura 1-1) requiere la noción de ángulo, todavía no vista. 
Figura 1- 1: Rectas perpendiculares, tomado de [1,p,180] 
 
 
b. La definición de semejante (grado séptimo) se vale de la de congruencia, hasta ese 
momento  no ha sido trabajado este  último concepto, aunque ha sido presentado en 
términos de medida al hablar de ángulos congruentes en el capítulo 9  (Anzola,  p.183] 
del  texto para grado sexto. 
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c. Al remitirnos a la figura1-2 (grado séptimo) se observa que  no se define 
hipotenusa, ni catetos, se asume que sobre el gráfico el estudiante podrá 
encontrar  la diferencia entre el uno y los otros. Es preciso tener en cuenta que no 
se puede partir del gráfico sino de la información previa que se ha de dar. 
Figura 1- 2: Teorema de Pitágoras, tomado de [2,p.55] 
 
d. Para clasificar triángulos según la longitud de sus lados  emplea la expresión de 
congruencia para las dos primeras clasificaciones, pero no ha introducido el concepto de 
congruencia ni mucho menos el  de segmentos congruentes; además para el tercer tipo 
de triángulo el criterio empleado ya no está basado en la congruencia sino en la longitud. 
 
e. En los ejemplos y ejercicios desarrollados en la serie en los tres textos solo se  
trabajan los procesos métricos lo que ha dejar ver a los alumnos como la única aplicación 
de la geometría.  
 
 
1.2 Segunda actitud: se toma un texto no destinado a la 
enseñanza básica, del cual se toman algunos 
desarrollos. 
Título 
Geometría 
Serie AWLI 
Autores Stanley R. Clemens,   ares    O  a  er, Thomas J. Cooney 
Editor Pearson Educación, 1998 
ISBN 9684442831, 9789684442832 
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N.º de páginas 600 páginas 
 
Los autores del texto son tres profesores universitarios, Stanley R. Clemens, profesor 
asociado de matemáticas y Phares G. O´Daffer profesor de matemáticas ambos  en la 
Illinois State University, el otro autor es Thomas J. Cooney;  profesor de enseñanza de 
las matemáticas en la University of Georgia.  
 
Figura 1- 3: Carátula del texto,  tomado de [8,1998] 
 
 
Este texto cuenta con 14 capítulos: 
Capítulo 1 Definiciones y construcciones. Capítulo 2 Razonamiento en geometría. 
Capítulo 3 Triángulos y congruencia. Capítulo 4 Prueba de teoremas mediante 
propiedades básicas. Capítulo  5 Rectas y planos paralelos. Capítulo  6 Triángulos. 
Capítulo 7 Más sobre triángulos. Capítulo  8 Cuadriláteros y polígonos. Capítulo  9 
Semejanza. Capítulo  10 Círculos. Capítulo  11 Área y perímetro. Capítulo 12 Sólidos. 
Capítulo 13 Transformaciones y simetría. Capítulo 14 geometría de coordenada. 
 
 
En el desarrollo de sus contenidos temáticos tratan de llevar al estudiante a emplear el 
método inductivo a partir de razonamientos sobre los cuales se pueden sacar 
conclusiones basados  inicialmente en sus propias observaciones para luego llevarlos a 
algunas generalizaciones. 
 
1.2.1 Crítica. 
a. En el texto no se aclara a quien va dirigida la obra si a alumnos de la básica 
secundaria o a alumnos universitarios; por lo demostrativo y  por la extensión del texto  
parece ser que a los segundos.  
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b. Al iniciar el estudio del primer capítulo, presenta unas imágenes en las que se observa 
formas geométricas que ofrece la naturaleza; sin embargo, es de anotar que hay muchas 
de ellas en el mundo físico, pero el ser humano no se dio cuenta de ello sino cuando 
supo que es una forma geométrica, es decir, cuando las creó. 
 
c. Definen la congruencia de segmento como la de ángulos a partir de la longitud y la 
amplitud respectivamente “ os segmentos son  congruentes si tienen la misma longitud” 
y “… dos  ángulos son congruentes si tienen la misma medida”  (Clemens, p  20)   Cabe 
anotar que la noción de congruencia es más general que la de longitud, así que dos 
segmentos pueden ser congruentes sin haber sido medidos. Al igual, dos ángulos 
pueden ser congruentes independientemente de la noción de medida.   
 
d. Para definir los tipos de ángulo recto, agudo y obtuso emplean también  la noción 
métrica (ver Figura 1-4) cuando previamente no han hablado de ella. 
 
Figura 1- 4: Tipos de ángulos, tomado de [8, p.21] 
 
 
e. Al llegar a rectas y planos perpendiculares definen la perpendicularidad de la siguiente 
manera “ Cuando dos rectas son perpendiculares, todos los ángulos que se forman 
miden 90° (ángulos rectos) y son congruentes ”(et al     28) nuevamente emplean el 
concepto de medida esta vez para ángulos cuando no se ha explicado.(ver figura 1-5) 
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Figura 1- 5: Rectas y planos perpendiculares, tomado de [8, p.28] 
 
 
f. La clasificación  de triángulos está definida de manera correcta a partir de la 
congruencia de lados “Un triángulo equilátero es un triángulo con los tres lados 
congruentes…” (et al  p  198);  sin embargo al pasar a los ejercicios solicitan clasi icar 
cuatro triángulos en escaleno, isósceles o equilátero pero no dan la información 
suficiente que evidencie la congruencia o no de los lados de cada triángulo ( Figura 1-6) 
Pretenden que desde la figura dada se deduzca la información.  De una figura, así sea  
geométrica, a la que no se le ha impuesto condiciones geométricas, no se sigue 
lógicamente ninguna conclusión geométrica. 
 
Figura 1- 6: Clasificación de triángulos, tomado [8,p.200] 
 
 
g. Muchas de las temáticas que abordan  en los primeros capítulos están expresados a 
partir de conceptos métricos los cuales solo definen al llegar al capítulo 8 con  los  
postulados sobre medición. 
 
h. Es un texto bastante extenso frente a  los programas de geometría propuestos para la 
secundaría. Se está utilizando un texto no adaptado a su finalidad dado que por el nivel 
de sus temáticas estaría enfocado a los alumnos que han ingresado a la universidad. 
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1.3 Tercera actitud: Estándares del Ministerio de Educación 
Nacional. 
Los estándares básicos de competencias en matemáticas  plantean los elementos 
mínimos de referencia para cada conjunto de grado de los conceptos geométricos que 
cada institución deberá trabajar , tomando como referente   los lineamientos curriculares  
en matemáticas (MEN, 1998) los cuales  en atizan dic a labor en “el desarrollo de la 
percepción espacial y de las intuiciones sobre las figuras bi y tridimensionales, la 
comprensión y uso de las propiedades de las figuras y las interrelaciones entre ellas así 
como del efecto que ejercen sobre ellas las diferentes transformaciones, el 
reconocimiento de propiedades, relaciones e invariantes a partir de la observación de 
regularidades que conduzca al establecimiento de conjeturas y generalizaciones, el 
análisis y resolución de situaciones problemas que propicien diferentes miradas desde lo 
analítico, desde lo sintético y lo trans ormacional” (MEN, p  17).  A continuación se 
muestra en la tabla 1-1 los estándares para 
Tabla 1- 1 Estándares básicos en competencia en matemáticas  para el pensamiento espacial 
Pensamiento espacial y sistema  geométrico 
Conjuntos de grado  6° y 7° Conjuntos de grado  8° y 9° 
• Identi ico y describo fi guras y cuerpos 
generados por cortes rectos y transversales 
de objetos tridimensionales. 
• Conjeturo y verifico propiedades de 
congruencias y semejanzas entre fi guras 
bidimensionales y entre objetos 
tridimensionales en la solución de problemas. 
• Clasi ico polígonos en relación con sus 
propiedades. 
• Reconozco y contrasto propiedades y 
relaciones geométricas utilizadas en 
demostración de teoremas básicos (Pitágoras 
y Tales). 
•  redigo y comparo los resultados de aplicar 
transformaciones rígidas (traslaciones, 
rotaciones, reflexiones) y homotecias 
(ampliaciones y reducciones) sobre figuras 
bidimensionales en situaciones matemáticas y 
en el arte. 
• Aplico y justi ico criterios de congruencias y 
semejanza entre triángulos en la resolución y 
formulación de problemas. 
• Resuelvo y  ormulo problemas que 
involucren relaciones y propiedades de 
semejanza y congruencia usando  
representaciones visuales. 
• Uso representaciones geométricas para 
resolver y formular problemas en las 
matemáticas y en otras disciplinas. 
• Resuelvo y  ormulo problemas usando 
modelos geométricos. 
  
• Identi ico características de localización de 
objetos en sistemas de representación 
cartesiana y geográfica. 
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1.3.1 Crítica. 
a. Existe un desequilibrio en el número de estándares planteados para los conjuntos de 
grados, por ejemplo hay siete estándares para el pensamiento espacial y sistema 
geométrico de sexto y séptimo  y tan solo cuatro para octavo y noveno. No se encuentra 
un argumento  que permita identificar la razón por la cual se procede de esta manera. 
 b. Los contenidos planteados en cada estándar para los dos conjuntos de grados están 
repetidos y no hay una gradación que permita establecer el orden lógico que debería 
seguirse como el que se intenta hacer en esta propuesta.  
 
1.4 Cuarta actitud: no se sigue ningún texto. 
El desconocimiento de los aspectos disciplinares así como la importancia  de la 
enseñanza de la geometría ha llevado a que los docentes que asumimos esta asignatura 
cometamos algunos errores e impresiones,  respecto a esto Campos (2013) expresa 
“Algo que contribuye al desinterés por la geometría en la enseñanza secundaria y media 
es la prolífica existencia de conceptos acerca de lo que ha de ser la enseñanza de la 
geometría. Hay todo tipo de propuestas lo que crea la impresión de que no hay algo de 
 ondo, por lo cual cada quien  a de poder improvisar”     ic o desconocimiento nos  a 
llevado a improvisar y a reducir su enseñanza al reconocimiento de figuras y su dibujo, a 
aplicaciones de las fórmulas de algunos sólidos geométricos o a repeticiones de algunas 
pocas demostraciones y, otros tantos la reducen a lo que su memoria  trae como 
recuerdo de la etapa de estudiante dejando de lado el orden lógico de los conceptos. 
Estas falencias tienen su origen en el momento en que se asume el  hecho de que la 
geometría se halla a nuestro al rededor, sobre este aspecto Campos argumenta así 
“Acerca del origen empírico de la geometría, ¿Quién consideró la geometría como 
ciencia nacida de la observación de  leyes inmediatamente observables en la naturaleza?  
El profesor de geometría. ¿Y quién se lo dijo al profesor de geometría? Su profesor de 
geometría.  Así retrospectivamente, se llega al primer ser humano que se formuló las 
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primeras preguntas referentes a los que sería la geometría  ¿Qué geometría encontró a 
su alrededor?  Nada de lo estudiado por Euclides1”  
 
1.5 Propuesta Didáctica 
No se conoce la mejor manera de enseñar geometría, lo cual no condena las iniciativas 
que para ello se tomen.  Se trata de buscar la mejor manera para hacerlo, por tanto la 
presente propuesta  mostrará un desarrollo diferente a los que actualmente se pueden 
dar al interior de las aulas de clase.  
 
Acerca del aspecto didáctico Castiblanco, Urquina, Camargo, Acosta expresan “…es la 
enseñanza y aprendizaje de la geometría, un área fundamental para la formación del ser 
humano, que en algunos casos no recibe el énfasis y el tratamiento pedagógico que 
amerita en el currículo     ”2 así que  es preciso tener en cuenta que el curso de geometría 
para los grados que componen la básica secundaria es más que un curso de lenguaje ya 
que no se trata de dar una lista de términos por orden tal como aparece en un 
diccionario.  Además, cualquier enseñanza de la geometría por elemental que sea debe 
tener un orden lógico en los temas. 
 
Lo que se pretende entonces es aprovechar una obra maestra como Fundamentos de la 
Geometría de Hilbert  y tratar de adaptar algunos temas a la enseñanza de la educación 
básica secundaria en los grados sexto, séptimo y octavo.  No se pretende hacer un texto 
mejor sino examinar si con el presente desarrollo aparecen ideas aprovechables. 
 
Por tanto en  esta propuesta se propondrán algunas actividades que permitan desarrollar 
un programa de geometría basado en  algunos temas de Fundamentos de la geometría  
y que responda a lo planteado en los Lineamientos Curriculares de  Matemáticas (MEN, 
1999) para el pensamiento espacial. 
                                               
 
1
 Campos, A. (2013). Pensamiento geométrico. En A. Campos (Comp.),  Memorias del 21° 
Encuentro de Geometría y sus Aplicaciones; pp.10. 
2
 CASTIBLANCO, Ana Celia; URQUINA, Henry y CAMARGO, Leonor. Pensamiento geométrico y 
tecnologías computacionales. Colombia: Ministerio de Educación Nacional, 2004, 94p. ISBN: 958 
97413 4 7. {En línea} disponible en: 
http://www.colombiaaprende.edu.co/html/mediateca/1607/articles-113753_archivo.pdf.  p XVIII. 
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Es cierto que Fundamentos de la geometría es un texto en profundidad, pero es cierto 
también que es la introducción con más renombre a la geometría. ¿No seremos capaces 
de intentar aproximarnos a algunas de las ideas claves de este libro  que requirió de 
2300 años para su desarrollo?. 
 
Frente a la dificultad de la obra de Hilbert reconocida ya por Poincaré y otros grandes 
maestros se tratará de diluirla en dos sentidos: 
 
1. Yendo despacio. Más precisamente distribuyendo  sendas  grandes ideas de  
Fundamentos de la geometría  en los grados sexto, séptimo y octavo. 
 
2. Enunciando los axiomas de Hilbert como reglas de procedimiento o lo que viene a 
hacer lo mismo como reglas de juego.  Tal proceder  es argumentable 
epistemológicamente. 
 
Como ejemplo de lo que se espera poder hacer se muestra en el presente trabajo lo que 
corresponde a los axiomas de incidencia, ordenación y congruencia respectivamente en 
los grados sexto, séptimo y octavo.  
 
Los elementos de la geometría son puntos, rectas  y planos.  Para mostrar cómo 
proceder por recurrencia gradualmente se inicia en la determinación de puntos, de rectas 
y de planos. Se proponen muchas preguntas de modo que al final se pueda decir que se 
ha cumplido con las cuatro etapas de la familiarización, de la comparación, de la 
clasificación y de la argumentación, de Van Hiele (Pedroza, 1999) 
 
 
En segundo lugar se indicará el logro que se pretende alcanzar con el desarrollo de dicha 
unidad basado en los estándares curriculares destinados específicamente al 
pensamiento geométrico. 
 
Posteriormente se enunciarán uno a uno el grupo de axiomas o  reglas de procedimiento  
de acuerdo al siguiente criterio: 
 
Capítulo 1 17 
 
Para grado sexto se desarrollan los axiomas de incidencia, para grado séptimo se 
trabajan los axiomas de ordenación y finalmente para grado octavo se trabajaran los 
axiomas de congruencia. 
 
Una vez se ha enunciado la regla de procedimiento  se procede a desarrollar con el 
alumno una serie de actividades con un buen número de preguntas que permiten 
desarrollar el pensamiento geométrico  y algunas habilidades básicas3 bajo un orden 
lógico y estructurado cuyo propósito es hacer que  el papel que asuma el  alumno sea el  
de protagonista de su proceso de aprendizaje y el del docente sea tan solo ser un 
facilitador actuando como orientador y dinamizador del mismo. 
                                               
 
3
 Basados en los niveles de Van Hiele se pueden apreciar ciertas habilidades tales como la visual, 
la verbal, la del dibujo y la argumentativa 
  
 
2. Grado sexto. Relaciones de enlace o 
incidencia o pertenencia concernientes a 
puntos, rectas, o planos. 
El objetivo de este capítulo es conocer elementos para hacer geometría. 
 
Los elementos de la geometría son: puntos, rectas, plano, espacio. 
 
En el grado sexto se trabja solo con: 
 Puntos 
 Rectas y partes de recta 
 Plano y partes de plano 
 
Se trata de conocer cómo hacer frases o enunciados con la relación de incidencia entre 
puntos y rectas, puntos y planos, rectas y planos. Da lo mismo decir que se trata de 
aprender a emplear en geometría la relación “estar en”   
 
La recurrencia consiste en  construir unos elementos de la geometría a partir de otros ya 
construidos y en argumentar a partir de lo que ya se conoce. 
 
Se trabaja sobre páginas del cuaderno de geometría o sobre un tablero. 
 
Para disponer del primer elemento de la geometría que son los puntos hay que 
determinarlos.  ¿Cómo determinar puntos? 
 
 
 
Un punto está determinado en el cuaderno de geometría cuando se 
ha fijado una marca con el instrumento con el que se escribe y se ha 
asignado una letra mayúscula por ejemplo A. 
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1. ¿Cuándo un punto está determinado, según el enunciado en el recuadro?   
2. Determina otros puntos. ¿Cuántos puntos podrías determinar en una página del 
cuaderno de geometría? 
3. ¿Podrías trazar cuatro puntos? ¿Diez puntos? Explica tu respuesta. 
4. Determina   
a. cinco puntos a los que se distinga con cada una de las vocales. 
b. diez puntos y asígnale a cada uno un numero digito. (0, 1, 2,..) 
5. ¿Tienes  alguna limitante al querer trazar puntos en el plano del tablero o del 
cuaderno? ¿Por qué? 
6. ¿Podría llenarse el plano con puntos? ¿Por qué? 
 
7.  Si hay una mancha en el cuaderno o en el tablero , no pueden darse ahí  puntos, 
porque la marca del lápiz no se notaría, ni tampoco la letra mayúscula para distinguirlo de 
los otros puntos. 
 
Con que asignatura tiene que ver  el enunciado siguiente:  
Todos los puntos trazados tienen una propiedad común el  ser  trazados en la misma 
página del cuaderno de geometría.  
Por ahora no hay más relaciones entre puntos trazados. 
 
Para disponer de más relaciones geométricas habrá que introducir pares de puntos. 
 
Como ya se dispone de puntos, ahora es posible determinar rectas. 
 
En cualquier juego se tienen reglas. No hay juego, si no se procede de acuerdo con las 
reglas.  También se hace así en geometría.  En adelante se tienen reglas de 
procedimiento, también llamadas axiomas. 
 
 
En lugar de “determinar puntos” podrías decir: obtener puntos, fijar 
puntos, darse puntos, introducir puntos, trazar puntos, solo se 
tendrán en cuenta puntos que han sido determinados 
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1. Determina dos puntos: A, B. Mediante la regla haz pasar por ellos una recta. Hay 
así una recta determinada por dos puntos. Asígnale la letra minúscula  . 
  ¿Con la primera regla de procedimiento es posible tener una recta?  
2. ¿Se requieren más de dos puntos para determinar la recta  ? ¿Basta un solo 
punto para determinar la recta  ? Explica tu respuesta. 
3. ¿En lugar de decir la primera y la segunda regla de procedimiento puedes  
enunciar que dos puntos determinan una única recta? ¿Por qué?  
 
 
 
 
 
 
 
 
4. Sobre la recta determinada por los puntos A y B, determina otro punto C. 
a. ¿Cómo puede estar ubicado el nuevo punto? 
b. ¿Existirían más posibilidades de ubicar el punto C de tal manera que junto con A y B 
determinen una única recta? Trázalas.  
5. Traza diversas figuras en las que se cumpla la siguiente regla de procedimiento 
 
 
 
Primer axioma de incidencia o regla de procedimiento para la 
determinación de rectas. 
Dos puntos dados determinan  a lo menos una recta. 
Por tres puntos cualesquiera no  siempre puede trazarse 
una recta. 
 
Puede decirse que la recta   enlaza los puntos A y B. 
Puede decirse que la recta   incide en cada uno de los puntos 
A, B. 
Puede decirse que la recta   relaciona los puntos A, B. 
Puede decirse que los puntos A, B pertenecen a la recta  . 
 
Segundo axioma de incidencia o segunda regla de procedimiento para 
la determinación de rectas. 
Dos puntos dados determinan  a lo más una línea  recta. 
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1. ¿Es siempre posible determinar tres puntos que no están sobre la misma recta? 
2. Si determinas tres puntos cualesquiera D, E,F en el plano ¿ cuántas rectas 
quedan determinadas? ¿Hay varias posibilidades? 
3. ¿Dada una recta    por dos puntos A y B puede determinarse un punto más C, de 
modo que sea correcto decir qué A, B, C pertenecen  a la recta A? 
4. ¿En tal caso puede decirse que la recta   ha sido determinada por los dos puntos 
A, B?, ¿O que ha sido determinada por los dos puntos B, C?, ¿O que ha sido 
determinada por los puntos A, C? 
5. ¿Los puntos B y A; o C y A; o C y B determinan la misma recta determinada 
inicialmente por A y B? ¿Por qué? 
 
 Se pueden determinar dos conjuntos de puntos en el plano. 
a. Uno es el conjunto de puntos que están dados sobre una  recta 
determinada.  
b. El otro conjunto de puntos que no están dados sobre la recta. 
 Ninguno de los puntos determinados del plano poseen al tiempo las dos 
propiedades. 
6. Argumenta los enunciados anteriores, comparándolos con las reglas de procedimiento. 
 
 
 
 
 
 
 
Tercer axioma de incidencia o regla de procedimiento para la 
determinación de rectas. 
Hay a lo menos dos puntos sobre una línea  recta. 
Hay a lo menos tres puntos no en línea recta. 
Un punto determinado sobre una recta parte la recta en dos 
semirrectas también llamadas segmentos o aristas. 
 
Una recta en un plano parte el plano en dos semiplanos también 
llamados caras. 
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1. Mostrar mediante una Figura el enunciado de la regla de procedimiento. 
2. ¿Cuál es la condición sobre los tres puntos dados? 
3. Si se tienen cuatro puntos mostrar que se tiene el mismo plano determinado por tres 
puntos 
 
 
 
 
1. Mostrar mediante una Figura el enunciado de la regla de procedimiento. 
2. ¿En lugar de enunciar la cuarta y la quinta regla de procedimiento, basta enunciar: 
Tres puntos determinados de modo que no estén en línea recta determinan un único 
plano?  Argumenta que se cumple cada una de las reglas de procedimiento cuarto y 
quinto. 
 
Si al punto sobre la recta se lo designa con V, de vértice, a los segmentos se les designa 
con A, de aristas y a las regiones se las designa con C, de caras, entonces se presenta 
una importantísima propiedad       
 
 
Para darte cuenta de que la relación V-A+C=1 se cumple cuando hay una recta en el 
plano con un punto sobre ella, se tiene: 
V=1  corresponde al punto P 
A= 2   corresponde a los dos segmentos de recta 
C= 2  corresponde a las dos regiones del plano 
Luego:               
 
     =1 
Cuarto axioma de incidencia o  regla de procedimiento para la 
determinación de planos. 
Tres puntos dados no en línea recta determinan a lo menos un plano 
Quinto axioma de incidencia o regla de procedimiento para la 
determinación de planos. 
Tres puntos dados no en línea recta determinan a lo más un plano. 
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1. Toma una recta   y ubica dos puntos sobre ella. Construye en tu cuaderno la 
situación planteada. 
2. ¿Cuántos vértices, aristas y caras encuentras? ¿Se incrementó el número de 
caras? 
3. ¿Se cumple la propiedad de la misma manera que en el caso anterior? ¿Por qué? 
4. Si ahora ubicamos otro punto sobre la misma recta   de tal manera que queden 
sobre ella tres puntos, ¿cuántos vértices, aristas y caras aparecen? ¿Se verifica 
nuevamente la propiedad? ¿Por qué? 
5. Ubica un punto más sobre la misma recta  , ¿aún se cumple la propiedad? 
Verifícalo. 
6. Si ubicaras n puntos sobre la misma recta   se tendrían n vértices, n+1 aristas y 2 
caras. 
7. Comprueba que la propiedad se cumple también para n puntos.  
 
Para poder establecer más relaciones geométricas se introducen pares de rectas en el 
plano. 
 
Vamos a trabajar ahora con dos rectas 
Considera sobre el plano dos rectas, la primera determinada por A,B; la segunda 
determinada por los puntos C y D, pero de modo que los cuatro puntos A, B, C, D  no 
estén sobre la misma recta. Nombra       respectivamente a las rectas. 
 
Al dibujar las dos rectas sobre el mismo plano podrían presentarse dos situaciones: 
 
a. O no tienen punto alguno en común. Entonces se llaman paralelas. 
 
b.  O las dos rectas      tienen un  único punto en común. Entonces se llaman 
intersecantes 
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1. Describe con tus palabras las condiciones para que  dos rectas sean paralelas ó sean 
intersecantes.  Sitúa cada uno de los seis pares de rectas que aparecen en la Figura 2-1 
en una porción de plano.  Indica cuales se intersecan. 
Figura 2 -1 Rectas intersecantes y paralelas. 
 
 
 
2. Clasifica las Figuras según las propiedades  a y b en la Figura (2-1). 
  
Para solucionar las preguntas de  3 a la  7  ten en cuenta el siguiente enunciado. 
Al dibujar dos rectas se pueden considerar dos tipos de situaciones entre ellas o 
posiciones relativas (ver Figura 2-2) 
Figura 2-2 Posiciones relativas entre dos rectas 
 
 
3. ¿Cuál es el número mínimo y el máximo de intersecciones  que se encuentran entre 
las dos rectas? 
4. Al observar la posición 1, ¿Cuántos vértices, arista y caras hay? Escribe el cálculo 
correspondiente a la propiedad V-A+C=1. 
5. Siendo las mismas rectas ¿cambió el número de vértices, aristas y caras de una 
posición a otra? 
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6. Verifica la propiedad enunciada para las rectas ubicadas en la posición 2. 
7. ¿Crees que podría darse una tercera posición relativa entre pares de rectas? Si es así 
dibuja tu apreciación y verifica si la propiedad  V- A+C aún se cumple 
8. Escribe todas las intersecciones que hallaste al trabajar con las dos rectas. 
 
Pasa a trabajar ahora con tres rectas. 
Ten en cuenta las  gráficas  para dar solución a las situaciones planteadas. 
 1. Las rectas R1,R2 y R3 (ver Figura 2-3) se hallan en primera posición relativa.  
Figura 2 -3 
 
 
a. ¿Cuántas intersecciones presentan las rectas R1,R2 y R3? 
b. Describe la primera posición relativa de un par de rectas. 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple 
 
2. Las rectas R1,R2 y R3 (ver Figura  2-4) se hallan en segunda posición relativa. 
Figura 2 - 4 
 
a. ¿Cuántas intersecciones presentan las rectas R1,R2 y R3? 
b. Describe esta posición relativa. 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
 
3. Las rectas R1,R2 y R3 (ver Figura 2-5) se hallan en tercera posición relativa 
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Figura 2- 5 
 
 
a. ¿Cuántas intersecciones presentan las rectas R1,R2 y R3? 
b. Describe esta posición relativa. 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
 
4. ¿Es posible encontrar una cuarta posición relativa al trabajar con las tres rectas? En 
caso afirmativo dibújala y responde los ítems (a), (b), (c) y (d). 
 
5. Completa la Tabla 2-1 a partir de las posiciones relativas  de las rectas R1,R2 y R3 
Tabla 2- 1 
Número mínimo de intersecciones  
Número máximo de intersecciones  
Número intermedio de intersecciones  
 
6. Escribe  todas las intersecciones que  pueden resultar al trabajar con las rectas R1,R2 y 
R3. 
 
Pasa a trabajar ahora con cuatro rectas. 
1. Las rectas R1,R2, R3  y R4 (ver Figura 2-6) se hallan en primera posición relativa. 
Figura 2- 6 
 
 
28 Ordenación lógica de los términos geométricos. 
 
a. ¿Cuántas intersecciones presentan las rectas R1,R2,R3 y R4? 
b. Describe esta primera posición relativa de cuatro rectas. 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
 
2. Las rectas R1,R2, R3  y R4 (ver Figura 2-7) se hallan en segunda posición relativa. 
Figura 2 - 7 
 
 
a. Escribe las relaciones que hay entre las rectas R1,R2,R3 y R4 
b. ¿Cuántas intersecciones presentan? 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
 
3. Las rectas R1,R2, R3  y R4 (ver Figura 2-8) se hallan en tercera posición relativa. 
Figura 2- 8 
 
 
a. Escribe las relaciones que hay entre las rectas R1,R2,R3 y R4 
b. ¿Cuántas intersecciones presentan? 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
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4. Las rectas R1,R2, R3  y R4 (ver Figura 2-9) se hallan en cuarta posición relativa. 
Figura 2 - 9 
 
a. Escribe las relaciones que hay entre las rectas R1,R2,R3 y R4 
b. ¿Cuántas intersecciones presentan? 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C =1se cumple. 
5. Las rectas R1,R2, R3  y R4 (ver Figura 2-10) se hallan en quinta posición relativa. 
Figura 2 -10 
 
a. Escribe las relaciones que hay entre las rectas R1,R2, R3 y R4 
b. ¿Cuántas intersecciones presentan? 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
6. ¿Es posible encontrar otra posición relativa al trabajar con las cuatro rectas? En caso 
afirmativo dibujala y responde los ítems (a), (b), (c) y (d). 
 
7. Completa la tabla 2-2 a partir de las posiciones relativas  de las rectas R1,R2, R3 y R4 
Tabla 2- 2 
Número mínimo de intersecciones  
Número máximo de intersecciones  
Número intermedio de intersecciones  
 
8. Escribe  todas las intersecciones que  pueden resultar  al trabajar con las rectas R1,R2, 
R3 y R4. 
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Pasa a trabajar ahora con cinco rectas. 
1. Las rectas R1,R2, R3, R4  y R5 (ver Figura 2-11) se hallan en primera posición relativa 
Figura 2 -11 
 
a. ¿Cuántas intersecciones presentan las rectas R1,R2, R3, R4  y R5? 
b. Describe esta primera posición relativa. 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple 
 
2. Las rectas R1,R2, R3, R4  y R5 (ver Figura 2-12) se hallan en la segunda posición 
relativa 
Figura 2 -12 
 
a. Escribe las relaciones que hay entre las rectas R1,R2, R3, R4  y R5 
b. ¿Cuántas intersecciones presentan? 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
 
3. Las rectas R1 R2, R3, R4  y R5 (ver Figura 2-13) se hallan en la tercera posición relativa 
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Figura 2 - 13 
 
a. Escribe las relaciones que hay entre las rectas R1,R2, R3, R4  y R5 
b. ¿Cuántas intersecciones presentan? 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
 
4. . Las rectas R1,R2, R3, R4  y R5 (ver Figura 2-14) se hallan en la cuarta posición relativa. 
 
Figura 2 -14 
 
a. Escribe las relaciones que hay entre las rectas R1, R2, R3, R4  y R5 
b. ¿Cuántas intersecciones presentan? 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
 
5.. Las rectas R1,R2, R3, R4  y R5 (ver Figura 2-15) se hallan en la quinta posición relativa 
Figura 2- 15 
 
Escribe las relaciones que hay entre las rectas R1,R2, R3, R4  y R5 
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b. ¿Cuántas intersecciones presentan? 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C =1 se cumple. 
 
6. Las rectas R1,R2, R3, R4  y R5 (ver Figura 2-16) se hallan en la sexta posición relativa. 
Figura 2- 16 
 
Escribe las relaciones que hay entre las rectas R1, R2, R3, R4  y R5 
b. ¿Cuántas intersecciones presentan? 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
 
7. Las rectas R1,R2, R3, R4  y R5 (ver Figura 2-17) se hallan en la séptima posición relativa 
Figura 2 -17 
 
a. Escribe las relaciones que hay entre las rectas R1, R2, R3, R4  y R5 
b. ¿Cuántas intersecciones presentan? 
c. Completa el número de vértices (V)____, aristas (A)____ y caras (C)____ 
d. Comprueba que la propiedad V-A+C=1 se cumple. 
 
8. ¿Es posible encontrar más posiciones relativas al trabajar con las cinco rectas? En 
caso afirmativo trázalas y responde los ítems (a), (b), (c) y (d). 
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9. Completa la tabla 2-3 a partir de las posiciones relativas  de las rectas R1 , R2, R3 , R4 y 
R5. 
Tabla 2- 3 
Número mínimo de intersecciones  
Número máximo de intersecciones  
Número intermedio de intersecciones  
 
8. Escribe todas las intersecciones que pueden salir al trabajar con las rectas R1 ,R2, R3 , 
R4 y R5. 
 
Ahora continuaremos añadiendo relaciones geométricas para el plano y el espacio. 
 
  
 
1. Imagina que trabajas con el plano que determina la cubeta de los huevos y que la 
regla representa una recta sobre dicho plano.  Dibuja la situación planteada. 
2. ¿Están todos los puntos de la recta en tu plano (el plano de la cubeta)? ¿Por qué? 
3. ¿Qué condición o condiciones se deben tener para que la regla de procedimiento 
anterior se cumpla? 
 
 
  
 
1. ¿En cuántas partes (puntos) se toca el plano que representa una de las paredes del 
salón con el plano que representa el piso?  
2. ¿Cómo mínimo en cuántos puntos deben tocarse nuestros planos (pared, piso) para 
mantenerse en la posición en que la vemos? 
Sexto axioma de incidencia o regla de procedimiento para la 
relación de incidencia. 
Si dos puntos de una recta están en un plano entonces todos 
los puntos de la recta están en el plano.  
Séptimo axioma de incidencia o regla de procedimiento para la 
determinación de planos. 
Si dos planos    , tienen un punto A común, todavía tienen al 
menos otro punto común B. 
34 Ordenación lógica de los términos geométricos. 
 
3. ¿Cuántos planos  como mínimo necesitas para encerrar un espacio, por ejemplo el 
salón de clase?  
4. ¿Existen otros elementos dentro del salón que cumplan con la misma condición? 
Nómbralos.  
5. En la Figura 2-18  
Figura 2- 18 
 
 
f. ¿Hay pentágonos? Hexágonos? 
g. Muestra cómo se verifica en un triángulo la relación V-A+C=1 
h. ¿Cuántos vértices, cuántas aristas, cuántas caras hay en la figura 2-18 
i. Calcula V-A+C=1 
j. Prolonga todas las aristas de modo que representen rectas. Muestra que se verifica 
que V-A+C=1 
6. Redacta en tu cuaderno de geometría la actividad desarrollada.  
 
  
   
Cuando en el grado octavo sea introducido el concepto de coincidencia será posible 
determinar cuatro puntos coplanares.  
a. Los puntos ABC forman un triángulo 
b. ¿Cuántos puntos coplanares determinados 
encuentras en la figura? 
c. ¿Cuántos triángulos componen la figura? 
Nómbralos   
d ¿Todos los puntos deben estar en el mismo 
plano? Argumenta 
e. ¿Cuántos cuadriláteros hay? 
 
Octavo axioma de incidencia o regla de procedimiento para la 
relación de incidencia. 
Hay al menos cuatro puntos no situados en el mismo plano. 
  
 
3. Grado séptimo: Ordenación. La relación 
“estar entre” 
Objetivo: Identificar, visualizar y aplicar los axiomas de ordenación en puntos, rectas y 
planos. 
 
Vas a ampliar tus elementos geométricos a partir de los que ya conoces (punto, recta y    
plano)  El primer objetivo es  amiliarizarte con el uso en geometría de la palabra “entre”  
 
 
 
 
 
 
1. Según esta primera regla de juego se aprende a emplear la expresión "estar entre" en 
geometría. ¿Por qué? 
2. Las reglas de procedimiento o de juego en geometría limitan el lenguaje que utilizamos 
a diario. ¿Por qué? 
3. ¿Si los pupitres del salón están alineados de tres en tres, se puede decir que uno de 
ellos está entre los otros dos? 
4. ¿En la mano, se puede decir, con el mismo sentido que en geometría, que el dedo 
medio está entre el dedo índice y  el dedo anular?  
5. ¿Cómo han de estar dispuestos los números 1, 2, 3 para que pueda decirse como en 
geometría que el 2 está entre el 1 y el 3? ¿Cuándo no puede decirse? 
 
Primer axioma de ordenación como regla de procedimiento 
 
Si un  punto B está situado entre un punto A y un  punto C, entonces,  
A,B,C son tres puntos distintos de una recta y B está situado entre C y A
. 
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.  
 
 
 
1. Sobre la hoja de tu cuaderno determina dos puntos A y C, determina un  punto D de 
modo que  C este entre A y D. ¿Por qué es posible esta situación? 
2. Partiendo ahora de los puntos A y D, es posible determinar un punto E de modo que D 
esté situado entre Ay E. ¿Por qué? 
3. ¿Hay alguna restricción para seguir utilizando cada vez el argumento utilizado en las 
preguntas 1 y 2? 
4.¿Cómo deben estar dispuestos los dígitos para poder enunciar como en geometría que 
cada número impar está entre dos pares? 
5. Ocho dividido entre dos es igual a  cuatro, ¿puede tener el mismo sentido que en 
geometría? Argumenta. 
 
 
     
 
 
1. Dados A y B y la recta determinada por ellos (Figura 3-1), añade un tercer punto a la 
recta dada y denomínalo C. 
Figura 3- 1 
 
 
a. ¿De cuantas maneras podrías ubicar el punto C sobre la recta y respecto a los puntos 
A y B? 
b. Construye todas las posibles posiciones en que podrías ubicar al punto C 
Segundo axioma de ordenación como regla de procedimiento para la 
ordenación de puntos 
Si hay dos puntos determinados, A y B, entonces, es posible 
determinar al menos un punto C, de modo  que B este entre A y C. 
 
Tercer axioma de ordenación como regla de procedimiento para la 
ordenación de puntos 
 
De tres puntos sobre la recta hay a lo más uno entre los otros dos. 
 
Capítulo 3 37 
 
2. ¿Podríamos afirmar que  los puntos A y C determinan una nueva recta diferente a la 
recta AB? Argumenta tu respuesta. 
3. ¿De cuántas maneras puedes ubicar a tres puntos de tal manera que uno de los 
puntos esté entre los otros dos? 
4. Agrega un punto más a la recta donde están A, B, C y denomínalo D. ¿Cuántos puntos 
hay entre dos de ellos? Escribe todos los casos posibles.  
 
 Agrega un nuevo punto a la recta el cual llamaremos E (ver Figura 3-2) 
 
Figura 3- 2  
 
 
5  A partir de la Figura (…) responde: 
a. ¿Qué punto está entre  C y B? 
b. ¿Qué punto está entre B y E? 
c. ¿Qué punto está entre A y D? 
d. ¿Qué puntos están entre C y D? ¿Cuáles entre  A y E? 
e. Si siguiéramos añadiendo puntos a la recta  a ¿a lo menos cuántos de ellos estarían 
en medio de otros dos puntos? 
6. Enumera el número de todos los casos en que un punto este entre otros dos. 
7. Analiza la siguiente afirmación: De tres puntos sobre una circunferencia, cada uno está 
entre los otros dos.   De tres puntos sobre la recta hay a lo más uno entre los otros dos. 
¿Qué diferencia hay entre las dos situaciones? Argumenta. 
8. Una recta en geometría plana es una línea que satisface por lo menos las tres reglas 
de juego o procedimiento enunciadas (axiomas 1, 2 y 3). ¿Por qué crees que hay que 
decir por lo menos? ¿Por qué no se puede decir a lo más? 
9. Si ya hemos logrado con las reglas de procedimiento enunciadas hacer ordenaciones 
sobre una recta, ¿cómo podrías introducir ordenaciones en el plano a partir de las 
ordenaciones sobre la recta? 
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Ten en cuenta que… 
 
 
 
10. En la Figura 3-3 puedes observar que hay dos rectas intersecantes. Determina cuales 
de los puntos que  ves allí son colineales y cuáles están entre un par de puntos. 
Figura 3- 3 
 
 
Ten en cuenta que…  
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3- 4: Recta y segmento 
 
 
 
 
Tres o más puntos son colineales si existe una recta que  
los contiene. 
Sea   una recta determinada por los puntos A y B.  Se asigna el 
nombre de segmento al conjunto de puntos que están entre A y B. 
Se  le designa por AB o por BA; A y B son los extremos.    
Todos aquellos puntos situados entre estos dos se llaman puntos del 
segmento o interior del segmento AB, los demás puntos de la recta 
se dice que están situados en el exterior del segmento. 
 
Semirrecta. Dos partes de recta 
determinadas por un punto de la 
recta. (Figura 3-4) 
 
 Segmento. Partes de recta 
determinada por  dos puntos de 
la recta. (Figura 3-4) 
Capítulo 3 39 
 
Sea la recta   determinada por los puntos A,B.( ver Figura 3-5) 
 
Figura 3- 5 
 
 
 
 
1. Sobre la figura 3-5 ubica los puntos exteriores o interiores en cada segmento dado y 
completa la tabla 3-1. 
Tabla 3- 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sea la recta c determinada por los puntos P, Q, R y S. (Figura 3-6) 
Figura 3- 6 
 
2. Date cuenta de que utilizando reglas de procedimiento para la ordenación de puntos 
puedes aprender a utilizar en geometría las expresiones (Figura 3-6): “el punto P está 
antes del punto S”, “el punto   está a la izquierda de S,  “el punto R está después del 
punto S”, “el punto R está a derec a de S”  Contesta las siguientes preguntas tomando 
como referencia la figura 3-6. 
a. ¿Qué puntos están antes de S?. ¿Qué puntos están antes de Q? 
b. ¿Cuántos puntos están sobre la recta antes del segmento PS?, ¿Cuáles y cuántos 
están después de S? 
segmento 
puntos 
interiores 
puntos 
exteriores 
AD     
 
BD     
CB     
CD     
AB     
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c. ¿Están los puntos R y Q delante de S?  
d. Si P y S están detrás de R, ¿es posible suponer que estén a la izquierda de R? 
Argumenta. 
e. ¿Está Q a la derecha de P y a la izquierda de S? 
3. Dibuja una recta y ubica los puntos A, B, C, D, E, F y G que la determinan de acuerdo 
a las siguientes condiciones: 
- Entre  C y E esta B que está a la derecha de F.  
- C esta adelante de A  y es punto interior de DF. 
- Entre B y G no está sino E. A la izquierda de D y A no hay puntos exteriores. 
- A y C están antes de F. 
 
Figura 3- 7 
   
 
e. ¿Hay  puntos interiores comunes a los segmentos MP y ON? ¿Tendrán puntos 
exteriores en común? 
 f. ¿Cómo denominarías la relación entre los segmentos que cumplen con las mismas 
características de los segmentos MP y ON?  
g. Si observas la recta   (Figura 3-7)  ¿se presentará la misma relación entre algunos de 
los segmentos que allí se han marcado? Argumenta. 
 
5. Considera las siguientes rectas (Figura 3-8) para responder las preguntas que se 
plantean a continuación. 
 
 
 
4. Observa la recta   (Figura 3-7) y sobre ella  los puntos determinados.  
Ahora responde: 
a. ¿Hay puntos interiores marcados en el segmento PN?.  
b. En el segmento MN ¿qué puntos son interiores?, ¿tiene puntos 
exteriores este segmento? 
c  ¿Es cierto a irmar que “O está entre los puntos   , N y debajo de M 
como  también  lo está   N”?  Argumenta tu respuesta. 
d. Sobre la recta    (Figura 3-7) los segmentos MP y ON ¿tienen puntos 
en común?  
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Figura 3- 8 
 
a. ¿Qué punto interior está marcado en el segmento CD?¿ qué punto interior está 
marcado en el segmento AB? 
b. ¿Podrías considerar, que tanto la recta determinada por AB como la determinada por 
CD tienen puntos interiores comunes? 
c. ¿Tendrán en común los  puntos  interiores  los segmentos determinados por BO y OA? 
¿Por qué? 
d. ¿Qué relación encuentras entre el punto Z y la recta determinada por CD?  
e. Imagina que estás en tu salón de clase en el segundo piso y la cafetería está ubicada 
en el primer piso. ¿Es posible estar en el salón y en la cafetería al mismo tiempo? Explica 
tu respuesta. 
 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
1. Crea un gráfico que cumpla con las condiciones dadas en el axioma  de Pasch. 
 
 
 
Cuarto axioma de ordenación como regla de procedimiento para la ordenación de  
puntos. Axioma de Pasch 
Si 
  A, B, C son tres puntos no colineales; 
     es una recta del plano ABC a la que no pertenecen ni  A, ni B, ni C; 
 La recta    pasa por un punto de AB; 
entonces 
 o la recta    pasa también por un punto de  AC  o por un punto de BC. 
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Figura 3- 9 
  
 
3. ¿Por qué en el enunciado del axioma de Pasch hay que poner la condición de que los 
vértices del  triángulo no pertenezcan a la línea recta mencionada? Argumenta. 
 
Ten en cuenta que… 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
2. Explica con tus palabras porqué una espiral que se 
desarrolla dentro de un triángulo (ver Figura 3-9) no 
tiene que volver a salir. 
Compara con lo que la regla de procedimiento prescribe 
para la recta. 
Estar al mismo lado de un punto,  se dice de los puntos A y B si el 
punto B esta entre A y O (ver Figura  3-10) 
 
 
 
 
Estar a distinto lado de un punto.  Se dice de los puntos A y B si 
el punto B si el punto O está entre el punto A y el punto B (ver 
Figura  3-11). 
Figura 3- 11: Estar a distinto lado 
 
 
Figura 3- 10: Estar al mismo lado 
: Estar al mismo lado 
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Toma como referencia la Figura 3-12 y responde las preguntas 1 y 2 sabiendo que el 
segmento    se interseca con los segmentos       y   . 
 
Figura 3- 12 
 
1. Nombra los puntos que encuentras que este al mismo lado de.  Clave: En una recta un 
punto se sitúa respecto a otro punto de la recta o respecto a dos si se trata de un 
segmento. 
a. el segmento determinado  por AC 
b. el segmento determinado  por GH 
c. el segmento determinado  por FG 
2. ¿Qué puntos encuentras que estén a distinto lado de la recta dada? Clave: En un 
plano. Partes de plano se sitúan respecto de una recta. 
a. la recta determinada por EF 
b. . la recta determinada por GB 
c. . la recta determinada por BF 
3.  Si en lugar de trabajar con puntos y rectas como en el caso anterior y  tuvieras  rectas 
y el plano ¿sería posible que el plano se dividiera en el mismo número de partes al tener 
un mismo punto común? Explica tu respuesta. 
4. Ahora toma un plano y el espacio, ¿en cuántas regiones disyuntas podría dividir el 
plano al espacio? ¿Podrán ser más partes? Explica tu respuesta. 
 
En geometría, las reglas de procedimiento para la ordenación de puntos te permiten 
describir lo que quieres decir con expresiones como: antes de, después de, entre, 
encima, debajo a un lado 
Consideraremos ahora  los conceptos de línea quebrada y polígono. 
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Ten en cuenta que… 
  
 
 
 
 
 
Observa (Figura 3-13) el recorrido desde que llegas al colegio hasta que ingresas al aula 
de clase.  
Figura 3- 13 
 
 
1. Describe con tus palabras como fue el recorrido hasta llegar al aula.  
Utiliza la Figura 3-14 para contestar las preguntas 2 y 3. 
Figura 3- 14 
 
4. Sigue la instrucción y contesta 
a.  Ubica en tu plano tres puntos A, B y C. 
b. Traza un segmento  AB, luego traza un segmento BC.   Ahora traza el segmento CA. 
c. ¿Qué sucedió con la línea quebrada? En general, ¿Qué condición debe darse para 
que ello suceda? 
Ten en cuenta que… 
2. Nombra todos los segmentos que 
encuentras en la figura 3-14. 
3. ¿Cuántos puntos en común tienen  estos 
segmentos? 
 
Un conjunto de  segmentos AB, BC,CD, … , KL recibe el nombre de   línea 
quebrada,  la cual une, entre sí, los puntos A y L y se designa brevemente 
como ABCD…KL. 
Los puntos interiores de los  segmentos AB, BC,CD, … , KL y  los puntos 
A, B, C, D,…,K, L se llaman, en conjunto,  puntos  de la línea quebrada. 
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5. Ten en cuanta la Figura  3-16 para responder los siguientes enunciados. 
Figura 3- 16 
 
 
a. ¿Se tienen polígonos? Argumenta. 
b. ¿Cualquier punto puede ser inicial y final? 
c. ¿Qué puntos son vértices? ¿Por qué? 
d. Haz una lista de los lados, aristas de cada polígono. 
6. Escribe el nombre apropiado a cada polígono dado.(Figura 3-17) 
 
Cuando los puntos inicial y final de la línea quebrada coinciden, esta 
recibe el nombre de polígono. (Figura 3-15). 
Figura 3- 15: Polígono 
 
 
Los segmentos que conforman la línea quebrada se llaman lados y los 
puntos A,B,C,D,…K, L se denominaran vértices del polígono. 
   Si:     
 todos los vértices de un polígono son distintos, 
 Ningun vértice incide sobre un lado 
 Dos lados cualesquiera del polígono no se intersecan 
entonces, el polígono se llama simple. 
  Los polígonos reciben su nombre de acuerdo al número de vértices 
trivértice, cuadrivértice,…, enevértice. 
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Figura 3- 17: polígonos 
.  
 
Ten en cuenta que… 
 
 
 
 
 
 
 
 
Observa la Figura 3-18 para resolver las preguntas 7-8. 
Figura 3- 18: Pentágono 
 
9. Dibuja un polígono que tenga siete vértices con nombres A, B, C, D, E, F,  G 
respectivamente. Señala un punto cualquiera que sea interior al polígono, llámalo P. 
10. ¿Es posible que el punto P pertenezca simultáneamente al interior y al exterior del 
polígono?  ¿Por qué? 
7. Colorea la región interior del pentágono ABCDE 
8. En el pentágono, ¿consideras que hay puntos 
interiores? ¿Cuáles? 
9. ¿Encuentras puntos exteriores? Nómbralos. 
Todo polígono simple cuyos vértices están situados en 
el mismo plano  , separa  los puntos que no pertenecen 
a la línea quebrada en dos regiones una interior y otra 
exterior. 
 Dos puntos de un poligono simple se llaman interiores si 
una línea quebrada que los une no interserca ninguna 
arista o lado del polígono. 
 Un punto se llama exterior al poligono si cualquier línea 
quebrada que lo una a un punto interior, interseca  
algunas de las aristas del poligono. 
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11. ¿La región que queda dentro del polígono, como la que esta fuera de él comparten 
los mismos puntos? ¿Por qué? 
12. Traza un segmento que una al punto P interior con el punto Q exterior al polígono. 
¿Qué hay que  hacer para unir un punto interior con punto exterior?  
 
Ten en cuenta que… 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
13. Dibuja un triángulo con vértices ABC y traza una línea recta   de tal manera que 
entre al triángulo por cualquier lado  y vuelva a salir, bajo la condición que no lo hace por 
ninguno de sus vértices. 
a. ¿Cuántos puntos de la recta   intersecan al triángulo? 
b. ¿A cuántos lados del triángulo interseca la recta  ? 
c. ¿Es posible que una recta cualquiera que entre a  un  triángulo ABC y salga de él  
intersecando a los tres segmentos simultáneamente? Argumenta tu respuesta. 
14. En la vida corriente, ¿cuándo se utilizan las relaciones geométricas de orden? 
 
Triángulo es la Figura determinada en el plano cuando tres 
rectas distintas se intersecan de dos en dos con 
intersecciones distintas. 
Figura 3- 19: Triángulo 
 
Determinado un triángulo quedan también determinados tres 
ángulos, tres lados, tres vértices y encerrada una porción de 
plano. 
Los puntos A, B, C reciben el nombre de  vértices del triángulo. 
Los segmentos determinados por A y B, por B y C y por A y C 
se llaman  lados o aristas  del triángulo. 
Queda también limitada una parte del plano que llamaremos 
área  del triángulo. 
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Ten en cuenta que… 
 
 
 
1. Traza cuadriláteros no simples. 
2. ¿Podría haber triángulos no simples? Argumenta tu respuesta. 
3. ¿Qué es un cuadrilátero cóncavo? Dibuja alguno. 
4. ¿Puede un cuadrilátero cóncavo ser no simple? Argumenta tu respuesta. 
5. Los cuadriláteros no cóncavos se llaman convexos. ¿Puede un cuadrilátero convexo 
ser no simple? Argumenta tu respuesta. 
6. ¿Todos los triángulos son convexos? Argumenta.  
 
 
 
 
 
 
Una Figura plana o espacial se llama convexa cuando el segmento 
determinado por dos cualesquiera de los puntos de la Figura está 
contenido en la Figura. 
Lo  contrario de figura convexa es figura cóncava. 
 
  
 
4. Grado octavo: Relaciones de congruencia o 
igualdad o coincidencia. 
Objetivo general. A las relaciones geométricas de incidencia, determinadas en el grado 
sexto, y de ordenación, determinadas en el grado séptimo, añadir en el grado octavo las 
relaciones de igualdad, congruencia o coincidencia. 
Objetivo especifico1. Familiarizarse con reglas para proceder con segmentos, con 
ángulos y con triángulos. 
Objetivo especifico2. Entender que se quiere decir geométricamente cuando se dice que 
dos figuras son iguales o que la una es mayor que la otra. 
Objetivo especifico3. Determinar clases de figuras. 
Objetivo especifico4. Argumentar algunas de las construcciones enunciadas. 
Vas a ampliar tus elementos geométricos a partir de la comparación entre ellos de tal 
manera que puedas darte cuenta de para qué se han puesto relaciones entre ellos. 
 
Transporte de segmentos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Primer axioma de congruencia de segmentos  como regla de procedimiento 
Si 
     son dos puntos de una recta  ; 
    es otro punto de la recta a o de una recta   ; 
entonces 
 Sobre uno de los lados de   , determinados por   , hay un único punto 
   tal que los segmentos   ,     son congruentes o iguales o 
coincidentes.  Se escribe        . 
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1. Construye una Figura para ilustrar la regla de procedimiento enunciada. 
2. ¿A qué elementos de la geometría crees que queda limitada esta primera regla de 
procedimiento? 
3. ¿Dónde está convenido que el transporte de segmentos tiene que ser único? 
4.  Utilizando el compás traslada el segmento    sobre la recta   siguiendo los siguientes 
pasos (ver Figura 4-1): 
  
Figura 4- 1: Traslado de segmentos 
 
 Sobre r ubica  un punto; denomínalo P´ 
 Abre el compás desde P hasta Q 
 Sin cambiar la abertura del compás traza un arco que corte la recta r y tenga 
como punto fijo a P´. La intersección entre el arco y la recta r nombrala Q´ tal 
como se ve en la Figura 4-2. 
 
Figura 4- 2 
 
 Ahora has trasladado el segmento PQ  como lo observas en la Figura 4-3 
Figura 4- 3: Segmento trasladado 
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7. Sobre la Figura 4-4 responde: 
Figura 4- 4 
                             
a. ¿Qué puntos definen la recta    ? y ¿Cuáles a la recta   ´? 
b. Si coinciden los puntos Ay A´ y también B y B´, ¿encuentras  alguna diferencia entre 
los segmentos AB y A´B´? 
 
 
Congruencia de dos segmentos. 
 
 
 
 
 
 
1. Enuncia la regla de procedimiento valiéndote de una Figura. 
2. ¿Cómo aplicas la comparación de segmentos cuando tienes más de tres segmentos 
dados? 
3.  ¿Cuáles deberían ser tus argumentos para llegar a concluir que todo segmento es 
congruente consigo mismo? 
4.  Utiliza la Figura 4-5  para dar respuesta a las preguntas 5 y 6. 
Figura 4- 5 
 
Segundo axioma de congruencia de segmentos como regla de procedi
miento 
Si dos segmentos son congruentes con un tercero, entonces, son 
congruentes entre sí.  
Todo segmento es congruente consigo mismo. 
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5. Si las rectas     coinciden, ¿se cumple con la regla de procedimiento? Argumenta tu 
respuesta. (Figura 3-21) 
6. Si para las rectas        se tiene también que           ,  entonces, ¿se cumple 
que          ? Argumenta tu respuesta. 
7. Si se tienen dos segmentos que coinciden  entre sí, ¿cómo argumentarías la 
coincidencia con un tercer segmento? 
 
 
Adicionabilidad de segmentos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Describe mediante una Figura la regla de procedimiento que permite adicionar  
segmentos. 
2. Si igual o coincidente no tienen el sentido geométrico especificado con los tres primeros 
axiomas, ¿tendría sentido la adición de segmentos? 
3. Con lo que tienes como reglas de procedimiento (para puntos, rectas y planos) ¿porque 
no sería geométricamente correcto comparar áreas? 
4. ¿Primero se compara para luego clasificar? o ¿primero se clasifica para luego 
comparar? Argumenta tu respuesta. 
5. El orden de estatura de tus compañeros de salón se determina por incidencia?, ¿por 
ordenación?, ¿por congruencia?  Argumenta tu respuesta. 
6. Ten en cuenta la Figura 4-6 para responder las siguientes preguntas. 
 
 
 
Tercer axioma de congruencia o regla de procedimiento para adicionar 
segmentos. 
Si 
    y    son segmentos sin puntos comunes de una recta a; 
      y      son segmentos sin puntos comunes de la recta   o de la 
recta   ; 
        ; 
        ; 
entonces 
        . 
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Figura 4- 6 
 
 
 
a. Si sobre las rectas      y sus segmentos (Figura 4-6),  se cumple que          y   
       , entonces,  ¿se cumplirá que          y        ? Argumenta. 
b. ¿Sobre las rectas      cuando los segmentos RT y R´T´ son congruentes? 
 
7. Si se tiene que los segmentos          y         (ver Figura 4-7) 
Figura 4- 7  
 
   
¿Es posible afirmar que hay coincidencia entre los segmentos AC y A´C´, es decir, 
      ´? Argumenta tu respuesta. 
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Ten en cuenta que… 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
1. Parte de la definición dada para ángulo e indica cuales de las figuras (ver Figura 4-9)  
representan un ángulo y argumenta cada respuesta. 
Figura 4- 9 
 
 Si      son dos rectas del plano que se cortan, cada una de las 4 regiones 
en las que queda dividida el plano se llama ángulo (Ver Figura 4-8) 
Quedan determinados  por lo menos 4 ángulos que tienen un vértice común 
O. 
 
 
 
Para nombrar o determinar un ángulo se usan tres letras, la primera 
corresponde al lado inicial, la segunda corresponde al vértice y la tercera al 
lado final.  Así que  para nombrar  el ángulo  1 sobre la figura 4-8 se tendría 
    y para el ángulo 4 H´OK 
 
 
Figura 4- 8: Ángulo 
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2. Nombra cada ángulo que ves en la Figura 4-10 
Figura 4- 10 
 
 
2. Explica por qué no se puede nombra ninguno de los ángulos de la Figura 4-10 como 
E 
3. Averigua sobre la red cinco aplicaciones físicas donde se utilice la noción de ángulo. 
 
 
Transporte de ángulos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Realiza una figura donde se evidencie el  procedimiento para el transporte de ángulos 
enunciado en el recuadro. 
2. ¿Cómo y que procedimiento utilizarías para mostrar el hecho de que todo ángulo es 
congruente  consigo mismo? 
3. Utilizando la regla y el compás verifica que para el transporte de ángulos, se  siguen 
los siguientes pasos. 
 
Cuarto axioma de congruencia o regla de procedimiento para el transporte 
de ángulos. 
Dados 
       un ángulo en un plano; 
   una recta en el mismo o en distinto plano; 
 una de las dos regiones determinadas por   ; 
   una de las semirrectas de a´; 
entonces 
 en el segundo plano hay una única semirrecta    tal que el ángulo 
      es congruente con el ángulo          
 Todos los puntos  interiores al ángulo         están situados en la 
región dada de   . Se escribe:             .   
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 Un  ángulo  con vértice  . Traza una recta   y sobre ella determina el punto    (ver  
Figura 4-11). 
Figura 4- 11 
                                                                                                                                           
 Toma el compás y traza un arco de cualquier tamaño tomando como punto fijo del 
compás a   de tal manera que corte los lados  del ángulo como se observa en la 
figura 4-12.  Nombra a estos puntos   y  . Argumenta la anterior construcción, 
mostrando la regla de procedimiento que se cumplió. 
Figura 4- 12 
 
 Sin cambiar la abertura del compás y tomando como punto fijo     corta la recta    y a 
este punto denomínalo      (ver Figura 4-13) 
Figura 4- 13 
 
 Abre el compás a la amplitud del ángulo  , es decir, desde   hasta   y sin cambiar la 
abertura del compás traza el arco tomando como punto fijo    .  Este  nuevo punto 
denomínalo    (ver Figura 4-14) 
 
 
 
 
 
 
En un plano si dos semirrectas 
distintas      parten de un mismo 
punto común    forman un  ángulo.  
A las semirrectas se les denomina 
lados del ángulo y al punto común   
vértice del ángulo. 
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Figura 4- 14 
 
 Traza una recta determinada por     ; el angulo   ha sido trasladado sobre la 
recta     y lo denominaremos  ̂(ver figura 4-15). Argumenta la anterior 
construcción, mostrando la regla de procedimiento que se cumplió. 
 
Figura 4- 15: Ángulo trasladado  
      
 
4. Para solucionar los siguientes ítems toma como referencia la Figura 4-16 sabiendo que 
     fue transportado  sobre la semirrecta B´A´. 
 
Figura 4- 16 
 
 
 
a. ¿Son iguales las regiones comprendidas por los ángulos     y         
 ̂ 
 ̂  
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b. ¿Coinciden estos ángulos? 
c. Verifica que se cumple la  cuarta regla de procedimiento. 
5. Usando el compás, determina cuales ángulos de la Figura 4-17 son congruentes. 
Verifica que además se cumple la  cuarta regla de procedimiento. 
 
Figura 4- 17 
 
 
5. La Figura 4-18  nos muestra una Rosa de los vientos.  
Figura 4- 18 
 
 
 
6. ¿Si las semirrectas HI y RS, IJ y ST cumplen que       y      , entonces, se 
verifica que HIJ    RST? Haz los enunciados refiriéndote a una figura. 
a.  ¿Es posible aplicar el principio del 
transporte de ángulos para construir una rosa 
de los vientos? Explica tu respuesta 
b.  Utilizando material reciclable construye una 
rosa de los vientos y muestra como utilizaste el 
transporte de ángulos. 
c. Averigua cuantas secciones componen la 
rosa náutica ¿Cuántos transportes de ángulo 
habría que hacer para trazarla? 
Tomado de: http://www.ehowenespanol.com/proyectos-
escolares-rosa-vientos-como_97918/ 
 
¿ 
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7. ¿Es necesaria  tener en cuenta la congruencia  entre los ángulos que forman las 
cuerdas tensoras de los puentes colgantes para mantenerlo en equilibrio? Argumenta tu 
respuesta. 
 
Ten en cuenta que… 
  
 
 
 
Se ilustran los conceptos anteriores en la Figura 4-19 
Figura 4- 19 
 
Ten en cuenta que… 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Son ángulos adyacentes o complementarios  aquellos 
pares de ángulos que tienen el vértice común y cuyos lados 
no comunes están sobre una misma línea recta.  
Son ángulos opuestos por el vértice aquellos que tienen 
vértice común y cuyos lados están en línea recta.  
  
  
    y     son ángulos adyacentes  
    y     son opuestos por el vértice 
 
 Un ángulo se denominara  recto si es congruente con su ángulo 
adyacente. 
 
 
 
Los ángulos     y     son 
adyacentes. 
Los ángulos     y     son 
congruentes. 
entonces 
Los ángulos     y     son 
rectos 
Figura 4- 20: Ángulo recto 
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1. Observa las rectas intersecantes    y   en la Figura  4-21para dar respuesta a las 
preguntas enunciadas a continuación. 
 
 
Figura 4- 21 
 
a. Los ángulos     y     se denominan_____________________ 
b. Los lados no comunes a los ángulos     y     ¿qué particularidad presentan? 
c. Sobre la Figura 4-21 nombra otra pareja de ángulos que cumplan con la misma 
condición 
d. Si afirmamos que los ángulos     y     son opuestos por el vértice ¿Cuál es la 
condición que deben estar cumpliendo?   
e. ¿Observas otra pareja de ángulos que tengan esta misma regularidad? Nómbrala 
 
2. En la Figura 4-22  si los segmentos    y    tienen como punto común a    , ¿ los 
ángulos son suplementarios para cada caso? Justifica tu respuesta. 
Figura 4- 22 
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4. Si las rectas  y   se intersecan (ver Figura 4-23)  y           son opuestos por 
el vértice; verifica si es posible afirmar que          utilizando para ello transporte 
de ángulos. 
Figura 4- 23 
 
 
Ten en cuenta que… 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5. Toma como referencia la Figura 4-25 para responder los siguientes ítems: 
 
Si dos recta   y    son intersecantes y forman ángulo recto, 
entonces,  las rectas son Perpendiculares. 
 
 
 
 
 
En la Figura  4-24 los 
ángulos     y 
    son 
suplementarios, luego 
las rectas   y    son 
perpendiculares 
Figura 4- 24: Rectas perpendiculares 
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Figura 4- 25 
 
Las rectas   y   son intersecantes 
a. Nombra todos los ángulos adyacentes que encuentres (Figura 4-25).   
b. ¿Son estos  ángulos congruentes? 
c. Nombra los ángulos opuestos por el vértice (Figura 4-25) 
d. ¿Son congruentes los ángulos adyacentes? y los opuestos por el vértice? 
 
 
Congruencia de o igualdad de triángulos 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Enuncia la quinta regla de procedimiento valiéndote de figuras. 
2. ¿Sería posible que la congruencia de ángulos             y 
Quinto axioma de congruencia o regla de procedimiento 
 Si  
           , son triángulos; 
        ; 
        ; 
           ; 
entonces 
           ; 
           . 
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           se cumpliera si los segmentos AB y A´B´ no fueran congruentes? 
Argumenta  tu respuesta. 
3. Escribe y o señala  las condiciones que deben  darse para que se pueda afirmar que 
           y            sobre los triángulos      y         en la Figura 4-
26. 
 
Figura 4- 26 
 
 
4. ¿Todas las parejas de triángulos cumplirán la quinta regla de procedimiento? ¿Por 
qué? 
 
5. Observa la siguiente Figura 4-27 para responder a las siguientes situaciones 
 
Figura 4- 27 
 
a. Si son congruentes los ángulos HFG con KIJ y son congruentes KIJ con MLN, 
entonces ¿Es posible afirmar que son congruentes LMN y HFG? Argumenta. 
b. ¿Son congruentes los triángulos FGH,  IJK y  MNL? Argumenta tu respuesta. 
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Argumentación.  Si el  triángulo       (ver figura 4-28) es tal que      , entonces, 
       . 
 
La hipótesis es que si en el triángulo    , dos lados son congruentes entonces, la tesis 
es que los ángulos opuestos a los lados congruentes son también congruentes, es decir 
son tales que        . 
 
Argumentar quiere decir hacer ver que se cumplen reglas de procedimiento.  
 
La hipótesis del teorema puede escribirse así: 
      
      
        
 
Por la regla de procedimiento III-5 (congruencia o igualdad de triángulos)  se sigue que 
       .  
Era lo que había que argumentar. 
 
 
 Un triángulo es isósceles  si tiene dos lados congruentes entre sí. 
Teorema del triángulo isósceles.  Si en un triángulo dos lados son 
congruentes entre sí, entonces, los ángulos opuestos a los lados 
congruentes son congruentes. 
Figura 4- 28: Triángulo isósceles 
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1. Dado un triángulo ABC ¿qué debes utilizar para probar que este sea isósceles? 
2. Sabiendo que en un triángulo isósceles los ángulos de sus bases son congruentes y 
de la información dada sobre cada Figura 4-30 nombra todos los pares de ángulos que 
sean congruentes. 
 
Figura 4- 30 
  
 
3. Los ángulos con marcas idénticas se consideran congruentes. Cita todos los triángulos 
isósceles. (Ver Figura 4-31). 
 
 
 
 
                                  
                                   
Definición. Un triángulo     es congruente con el triángulo       , si 
se verifican las seis congruencias (ver figura 4-29) 
Figura 4- 29 
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Figura 4- 31 
 
 
 
Objetivo: Desarrollar cuatro teoremas  con el objeto de ver cumplir los axiomas como 
reglas de procedimiento. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Argumentación.  La hipótesis del  teorema (¿Cuál es?) satisface la condición de la regla 
de procedimiento III-5. Se sigue que           ,              (¿por qué?).  
De las seis congruencias requeridas (¿cuáles son?) hace falta una sola        . 
 
La argumentación aquí es más complicada. Se transcribe a continuación los detalles. 
 
Consiste en suponer que BC no es congruente con B´C´, lo cual permite suponer que 
existe un punto D´ tal que        . 
Entonces se tiene por una parte  
        
        
           
Teorema L.A.L., o primer teorema  de congruencia de triángulos. 
 
Si los triángulos ABC y A´B´C´ son tales que  
entonces, los dos triángulos son congruentes. (Ver figura 4-32) 
Figura 4- 32: Congruencia de triángulos (L.A.L.) 
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           
Conforme a la regla de procedimiento III-5 se obtiene la congruencia           . 
Por otra parte, se tiene también que  
        
        
           
Conforme a la regla de procedimiento III-5 se obtiene la congruencia  
           
Sería:                  lo cual infringe la regla III-4 que prescribe la univocidad 
de transporte de un ángulo. 
Se sigue que no existe tal punto    diferente de    y que        . 
Así queda establecido el primer teorema de congruencia de triángulos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Teorema A.L.A., o, segundo teorema de congruencia de 
triángulos.  
Si un triángulo     y  un triángulo        son tales que  
.                           
            BAC        
                         
entonces los dos triángulos son congruentes ´(ver figura 4-33). 
Figura 4- 33: Congruencia de triángulos (A.L.A) 
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Argumentación. Puede hacerse una que llegue a la conclusión inaceptable en la que no 
se cumple la regla de procedimiento III-4 que prescribe la univocidad en el transporte de 
un ángulo, por el estilo de la efectuada para el teorema L.A.L. 
HIPOTESIS (H):     y        son triángulos tales que 
  BAC B´A´C´ 
                      
                ABC         
TESIS (T):      y         son triángulos congruentes. 
La idea de la demostración es como sigue: 
Si los triángulos no coinciden entonces uno de ellos es mayor.  
En el triángulo mayor uno de los ángulos coincide, por hipótesis, y al mismo tiempo es 
mayor que su correspondiente en el otro triángulo.  Lo cual contradice la regla de 
procedimiento III-4 que prescribe la univocidad en el transporte o traslación, de un 
ángulo. 
A continuación está la argumentación completa. 
A la hipótesis H se añade la condición         según la cual los lados         no 
serían congruentes. 
En tal caso existiría un punto D´ tal que         (Ver figura 4-34) 
Figura 4- 34 
 
Dado que los triángulos ABC y ABD  son tales que   
        
        
           
 
/ 
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según el primer teorema de congruencia de triángulos, los triángulos ABC, A´B´D´ 
resultan ser congruentes.  Pero se tiene  también, por hipótesis, la congruencia  
          ,  
Se tendría                  . 
 
Esta doble congruencia es incorrecta dado que contradice la regla de procedimiento III-4 
que prescribe la univocidad en el transporte de todo ángulo.  
Por lo tanto: 
 No existe punto D´ diferente de C´ 
         
 Los triángulos     y        son congruentes como había que argumentar. 
 
 
 
 
 
 
HIPOTESIS (H):               
TESIS (T): El adyacente      el adyacente        del segundo. 
 
Argumentación.  
a. Según la regla de procedimiento III-1, se  determinan los puntos A´,C´, D´ de modo 
que  
 
Figura 4- 35 
 
Teorema. (14 en Fundamentos de la geometría) 
Si un ángulo     es congruente con otro         , entonces, 
el ángulo, CBD, adyacente al primero, es congruente con 
C´B´D´ adyacente al segundo. 
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b. Las congruencias    
       , 
         
            
de acuerdo con el primer teorema de congruencia de triángulos, implican que 
            . 
c.  Por ser congruentes los triángulos             se tienen las conruencias 
        
           
d. Por la regla de procedimiento III-3, acerca de la adicionabilidad de segmentos, se 
tiene aquí           . 
e. De las tres congruencias 
        
        
           
se sigue por el primer teorema de congruencia de triángulos, que 
f.              
g. La congruencia de los triángulos  ACD,  A´C´D´ implica las congruencias  
        
           
h. Las tres congruencias 
         
, 
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          , 
por la regla de procedimiento III-5, implican la congruencia 
i.          ´. 
Esta última era la congruencia que había que establecer. 
“Una consecuencia inmediata del teorema 14 es el teorema de la congruencia de los 
ángulos opuestos por el vértice” [9, p  20]. 
1. Desarrolla la observación de Hilbert. 
2. Compara la observación anterior con el teorema I-15, en Elementos, de Euclides: “Si 
dos líneas rectas se cortan, entonces,  orman ángulos opuestos por el vértice iguales” 
3. En la Figura  4-36 se cumplen las condiciones dadas para que              ¿por 
qué? 
Figura 4- 36 
 
 
4. Construye un triángulo congruente a los dados a partir del transporte de segmentos y 
de ángulos de manera que cumplan con las condiciones dadas en la figura 4-37. 
 
Figura 4- 37 
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5. Observa (figura 4-38) las siguientes parejas de triángulos y escribe  el criterio que se 
utilizó ( L.A.L, A.L.A) para determinar la congruencia entre ellos, si la hay. 
 
Figura 4- 38 
 
 
 
 
 
 
  
 
5. Conclusiones y sugerencias 
5.1 Conclusiones 
En el desarrollo de la presente propuesta didáctica, se introdujeron algunos conceptos a 
la manera de Fundamentos de la geometría de Hilbert.  Se procedió por recurrencia en 
cuanto se introdujeron puntos, luego rectas, luego planos. Se introdujo el concepto de 
ángulo, de vértices, de aristas y de caras con la relación de incidencia. 
 
Igualmente se procedió por recurrencia en cuanto una vez fijado el uso geométrico de la 
relación estar entre se procedió a introducir los conceptos de segmento, de semirrecta, 
de polígono.  Igualmente se procedió por recurrencia al darle significado geométrico 
mediante la relación de ordenación a las expresiones, estar a un lado, estar después de, 
estar antes de, estar a la derecha de; estar a la izquierda de. 
 
Respecto a la congruencia se procedió por recurrencia al introducir los conceptos de: 
ángulo adyacente, ángulo recto,  triángulos congruentes o iguales o coincidentes. 
 
Se dieron todos los detalles deseables para ver cómo los axiomas tomados como reglas 
de procedimiento implican los teoremas 11, 12, 13, 14 de  Fundamentos de la geometría. 
 
Por proceder por recurrencia, no alcanzaron a figurar en esta propuesta didáctica, por 
ejemplo, conceptos para la comparación de ángulos.   
 
Uno como otro detalle sirve de testimonio acerca del rigor adoptado en el presente 
trabajo.  Se propuso no adelantar consecuencia alguna no precedida por el enunciado 
antecedente correspondiente.  
Se evitaron cuidadosamente las actividades en que se pone a los alumnos a adivinar, 
como actitud que contraría la organización secuenciada de la geometría. 
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5.2 Sugerencias 
La propuesta no fue puesta en práctica en ninguna entidad educativa, sería conveniente 
llevarla al aula de clase a fin de evidenciar su impacto en el proceso pedagógico,  labor 
que  se deja para un posterior trabajo.  
 
Para continuar en la tónica desarrollada para el grado octavo pueden sugerirse (idea del 
mismo Hilbert p. 34) ejercicios como el siguiente 
 
 Qué agrupamientos de axiomas anteceden a 
o la definición de circunferencia; 
o la construcción de una circunferencia que pase por tres puntos no 
situados sobre una misma recta; 
o la relación entre ángulos sobre una cuerda de una circunferencia; 
o la relación entre los ángulos de un cuadrilátero inscribible. 
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